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Samenvatting

De stelling van Szemerédi zegt dat verzamelingen met een positieve boven-
dichtheid voor iedere k > 3 een rekenkundig rijtje van lengte k bevatten.

In dit verslag bestuderen en vergelijken we twee bewijzen van deze stelling
voor het geval k = 3 zoals gegeven door Tao en Vu in het boek Additive
Combinatorics en door Roth in zijn artikel uit 1953.

Voor dit doel gebruiken we de technieken die Fourier-analyse op eindige groe-
pen geeft om problemen uit het rijke vakgebied van de Additieve Combina-
toriek aan te pakken.

Abstract

According to Szemerédi’s theorem, sets of positive upper density contain an
arithmetic progression of length k for every £ > 3.

In this report, we study and compare two proofs of this theorem in the case
k = 3 as given by Tao and Vu in the book Additive Combinatorics and by
Roth in his article from 1953.

To achieve this goal, we use techniques from Fourier analysis on finite groups
to tackle problems from the rich field of Additive Combinatorics.
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Spelen met Verzamelingen (Populaire Samenvatting)

De wiskundige inhoud van deze scriptie is het beste uit te leggen met een eenvoudig
gokspelletje.
Het spel gaat als volgt: ik neem een verzameling getallen in gedachten (ik geef de verzame-
ling ook een naam: ik noem hem A), maar ik vertel jou niets over de verzameling A. Jouw
doel is er achter te komen of er 3 getallen in mijn verzameling A voorkomen die even ver
van elkaar af liggen. Als jij gelijk hebt, win jij, anders win ik.
Ik kan bijvoorbeeld de verzameling van alle ‘natuurlijke’ getallen in gedachten nemen: mijn
verzameling A kan {1,2,3,4, ...} zijn. Daar liggen wel 3 getallen in die even ver van elkaar
af liggen, bijvoorbeeld 1,2 en 3, maar ook 7,10 en 13 zijn drie getallen in mijn verzameling
A die even ver van elkaar af liggen.
Ik zou ook alleen maar de verzameling van even getallen in gedachten kunnen nemen, de
verzameling A is dan {2,4,6,8,...}. Ook deze verzameling heeft zeker 3 getallen die even
ver van elkaar af liggen, bijvoorbeeld 4,6 en 8 of 200,300 en 400. Het maakt dus niet uit
hée ver de getallen van elkaar af liggen, als ze maar even ver van elkaar af liggen.
Stel nu dat ik de verzameling A = {2,4,8,16,32, ...} in gedachten neem, alle machten van
twee. Komen in deze verzameling 3 getallen voor die even ver van elkaar af liggen?
Het antwoord is nee. De getallen in de verzameling A komen namelijk steeds verder van
elkaar af te liggen: tussen 2 en 4 ligt slechts 1 getal, maar tussen 4 en 8 al 3 en tussen 16
en 32 liggen 15 getallen in; het lukt dus nooit om 3 getallen in de verzameling A te vinden
die even ver van elkaar af liggen.

Als we het spel op deze manier spelen, weet jij nog niets over de verzameling die ik in
gedachten neem en kun je dus alleen maar gokken of er wel of niet 3 getallen in de verza-
meling A even ver van elkaar af liggen. Een verzameling waarin helemaal geen 3 getallen
voorkomen die even ver van elkaar af liggen, heet in deze scriptie een As-verzameling.
De verzameling van twee-machten, A = {2,4,8,16,32,...}, is dus een voorbeeld van een
As-verzameling.

We versoepelen de regels van het spel enigszins: jij mag mij één vraag stellen over mijn ver-
zameling A. Dingen die je me natuurlijk niet mag vragen zijn “Is A een Asz-verzameling?”,
of “Noem de getallen op die in A voorkomen”, of een andere vraag waardoor je onmiddel-
lijk zou winnen (en waardoor wiskundigen het spel ‘triviaal’ zouden noemen).

Je zou bijvoorbeeld wél kunnen vragen:

“Hoeveel getallen zitten er in de verzameling A?”

Als het aantal getallen in A minder is dan 3 (misschien heb ik wel alleen maar A = {17,900}
in gedachten genomen), dan weet je alvast zeker dat er nooit 3 getallen in A even ver van
elkaar af liggen, omdat er niet eens 3 getallen in A zitten.

Aan de andere kant, als ik A = {1,2, 7} in gedachten had genomen, dan is mijn antwoord
op jouw vraag “3”, maar dat antwoord helpt jou niet echt verder: je weet nog steeds niet
zeker of er drie getallen in A voorkomen die even ver van elkaar af liggen.



Vraag. Welke vraag kun je mij het beste stellen?

In 1953 bedacht wiskundige Klaus Roth een goede vraag. De vraag zag er op de manier
waarop Roth hem opschreef nogal ingewikkeld uit, maar het idee is ook te volgen zonder
de lastige wiskundige techniek precies te begrijpen.

De vraag van Roth bestaat uit de volgende 4 stappen (stap 4 geeft de eigenlijke vraag,
waarop ik antwoord (a) of (b) kan geven):

1. Kies een willekeurig ‘grensgetal” V.
2. Tel hoeveel getallen uit de verzameling A onder dat grensgetal N liggen.
3. Deel dit aantal door het grensgetal N.

4. Als je het grensgetal N heel groot kiest, ligt de uitkomst van stap 3 dan (a) steeds
dichter bij 0, of (b) altijd meer dan een vaste marge van 0 af?

Stel dat mijn verzameling A bestaat uit alle even getallen.
Als ik dan bijvoorbeeld als grensgetal N = 11 kies (stap 1), dan zijn er 5 even getallen

tot en met N (stap 2), deel ik dit vervolgens door 11 (stap 3), dan krijg ik als uitkomst
5 1

Xls ik2 N = 20 kies, dan zijn er 10 even getallen tot en met N. Ik bereken dan bij stap
3 % = % Hoe groot ik het grensgetal N ook kies, ik zie dat ik niet steeds dichter bij
0 komen, maar bij stap 3 altijd een uitkomst krijg die zeker meer dan een vaste marge,
bijvoorbeeld i van 0 af ligt. In stap 4 hierboven is (b) dus waar.

Als mijn antwoord (b) is, dan is het zeker dat mijn verzameling A geen Asz-verzameling
is: Klaus Roth kon in 1953 bewijzen dat een verzameling A die het antwoord (b) oplevert
altijd 3 getallen moet bevatten die even ver van elkaar af liggen.

De wiskundige formulering van ‘A levert antwoord (b) op’ is ‘A heeft positieve boven-

dichtheid’. Roth’s vraag was dus:
Heeft A positieve bovendichtheid?

De stelling van Roth ondersteunt de bewering dat dit een goede vraag is:
Stelling (Roth, 1953). Als A positieve bovendichtheid heeft, dan is A geen As-verzameling.

Roth kon het spel dus winnen, als ik een verzameling met positieve bovendichtheid had
gekozen. In deze scriptie worden twee verschillende manieren besproken om te bewijzen
dat de stelling van Roth waar is.

Je kunt je nu afvragen of het omgekeerde ook waar is:

Vraag. Als er 3 getallen in A zign die even ver van elkaar af liggen, heeft A dan altijd
positieve bovendichtheid?



Het antwoord op deze vraag is helaas nee. De vraag van Roth is wel goed, maar als
mijn antwoord bij stap 4 hierboven (a) is, dan kan het nog steeds gebeuren dat er in mijn
verzameling A téch drie getallen zijn die even ver van elkaar af liggen. Jij kunt dan, nadat
je je ene vraag verspeeld hebt, niets anders doen dan gokken.

Een voorbeeld van een verzameling waarbij dit zou gebeuren is de verzameling van alle
priemgetallen.

Een priemgetal is een getal dat je niet kunt delen zonder een rest over te houden (behalve
wanneer je deelt door 1 of het getal zelf).

Het getal 5 is dus een priemgetal, want als je 5 probeert te delen door 2 of 4, dan houd je
een rest van 1 over, of als je 5 probeert te delen door 3, dan houd je een rest van 2 over. Je
kunt er zelf door proberen achterkomen dat 19 bijvoorbeeld ook een priemgetal is. (104239
trouwens ook, maar dat is wat moeilijker uit te rekenen.)

Maar 20 is bijvoorbeeld geen priemgetal, want als je 20 deelt door 10 houd je geen rest
over.

De verzameling van priemgetallen begint met 2,3,5,7,11,13, ... en gaat zo eindeloos door.
Dat er oneindig veel priemgetallen zijn, werd voor het eerst opgeschreven door Euclides
van Alexandrié. Euclides was in 300 voor Christus de eerste die een wiskundig werk ( “Ele-
menten”) schreef, dat onder andere over priemgetallen ging. Sindsdien vragen wiskundigen
zich af hoeveel structuur er in de priemgetallen zit: zijn de priemgetallen net zo gestruc-
tureerd als bijvoorbeeld de even getallen?

Uit al dit onderzoek is onder andere gebleken dat het antwoord op de vraag van Roth ‘Nee’
is (in wiskundige termen: de priemgetallen hebben geen positieve bovendichtheid, maar
bovendichtheid gelijk aan nul).

Toch zijn er 3 priemgetallen die even ver van elkaar af liggen: 3,5 en 7 bijvoorbeeld. Als
ik de priemgetallen in gedachten heb genomen, geeft mijn antwoord op de vraag van Roth
jou dus onvoldoende informatie.

Er is tot nu toe nog niemand die een handige vraag heeft bedacht waarmee jij altijd
helemaal zeker kunt zijn dat je het spel wint; hoewel je van verzamelingen met positieve
bovendichtheid dus zeker weet dat er 3 getallen in voorkomen die even ver van elkaar
af liggen, kun je van een verzameling met bovendichtheid 0 niet uitsluiten dat er toch 3
getallen in voorkomen die even ver van elkaar af liggen.

Wel zijn er uitbreidingen voor het spel bedacht: je zou in plaats van 3 getallen die even
ver van elkaar af liggen, ook kunnen kijken naar meer getallen, 4 of 5 of 2000, die allemaal
even ver van elkaar af liggen.

Een verzameling waarin nooit k£ getallen voorkomen die even ver van elkaar af liggen heet
een Aj-verzameling. Jouw doel wordt nu er achter te komen of mijn verzameling A een
Ap-verzameling is.

In 1975 bewees Endre Szemerédi dat de vraag over positieve bovendichtheid ook werkt
voor de andere spellen:

Stelling (Szemerédi, 1975). Als A positieve bovendichtheid heeft, dan is A geen Ag-verzameling.

In 2004 bewezen Ben Green en Terence Tao dat de priemgetallen, die bovendichtheid



nul hebben, toch nooit een Aj-verzameling zijn, hoe groot k ook is: er zijn altijd nog k
priemgetallen die even ver van elkaar af liggen.

Stelling (Green-Tao, 2004). De verzameling van priemgetallen is geen Ay-verzameling,
voor tedere k.

Als ik het spel zou spelen, zou ik dus altijd voor mijn verzameling A de verzameling
van priemgetallen kunnen kiezen om jou op het verkeerde been te zetten: de priemgetallen
zijn altijd een Ag-verzameling (het maakt niet uit wat & is), maar mijn antwoord op jouw
vraag is altijd ‘Nee’.

Deze stelling is (misschien onverwacht, omdat hij er nu zo simpel uit ziet) moeilijk te bewij-
zen. En dat terwijl hierboven nog bleek dat het heel makkelijk is om 3 of 4 priemgetallen
die even ver van elkaar af liggen op te schrijven.

Het lastige onderdeel van de stelling ligt besloten in het zinsdeel voor iedere k: we willen
niet alleen 3,4 of 5 priemgetallen vinden die even ver van elkaar af liggen, we willen ieder
denkbaar aantal priemgetallen dat even ver van elkaar af ligt.

In mijn scriptie bespreek ik de technieken die voor het bewijs van de stelling van Roth
nodig zijn en die samen met andere technieken ook gebruikt kunnen worden voor de moeilij-
kere bewijzen van de stelling van Szemerédi en de stelling van Green-Tao. Deze technieken
heten ‘Eindige Fourier-analyse’, vandaar het eerste deel van de titel.

De ‘Additieve Combinatoriek’ uit de titel van deze scriptie is niets anders dan het vakge-
bied dat vragen over verzamelingen stelt, zoals in de vorm van bovenstaand spel: wat voor
informatie over verzamelingen is genoeg om iets te kunnen concluderen over hun structuur
en eventuele regelmaat? Zoals bijvoorbeeld: wat voor informatie is voldoende om te kun-
nen concluderen dat een verzameling een A;-verzameling is?

Hoe Eindige Fourier-analyse werkt, staat beschreven in Hoofdstuk 1 van deze scriptie. De
stelling van Szemerédi wordt in een aantal verschillende versies besproken in Hoofdstuk
2: de eerste versie lijkt erg op de spel-vorm die hierboven besproken is, de tweede versie
is wiskundiger van aard, maar heeft als groot voordeel dat hierop de technieken van de
Eindige Fourier-analyse makkelijker toe te passen zijn.

In de daaropvolgende hoofdstukken bespreek ik twee verschillende bewijzen van de stelling
van Roth, in Hoofdstuk 3 het ‘moderne’ bewijs zoals Terence Tao dat geeft in zijn boek
‘Additive Combinatorics’ [8], in Hoofdstuk 4 het oorspronkelijke bewijs van Roth, zoals
beschreven in zijn artikel uit 1953 [4], maar wel enigszins vertaald naar de moderne termi-
nologie en technieken van de Eindige Fourier-analyse.

Al de hoofdstukken vereisen een zekere wiskundige voorkennis, de eerste twee jaar van een
universitaire studie wiskunde moeten volstaan. In het bovenstaande hoop ik desalniette-
min aan een breder publiek een indruk te hebben kunnen geven van de ‘smaak’ van het
rijke vakgebied van de Additieve Combinatoriek.
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