Physik-Praktikum Prima 07

Umgang mit Daten: Statistik 1

Umgang mit Daten D eine kleine EnfYhrung in die Kunst der Datenauswertung

Enleitung

1

1 Der bisherige Physikunterricht mag den Eindruck ver-

mittelt haben, dass alle ZusammenhSnge genau be-
stimmt und berechenbar sind. TatsSchlich ist es aber
so, dass man wegen Unbestimmtheiten unterschied-
licher Art mit Wahrscheinlichkeiten und ZufSlligkeiten
umgehen muss. Bisher haben wir uns in den Natur-
wissenschaften ausser bei Betrachtungen zur Messge-
nauigkeit noch wenig um diese Aspekte gekYmmert,
weil sonstige ZufSlligkeiten durch die Wahl der Proble-
me und Systeme weitgehend ausgeschlossen wurden.
Die EinfYhrung in die WSrmelehre (Gasgesetze, Brown-
sche Bewegung, Osmose, Diffusion) zeigt jedoch, dass
wir zwingend mit Wahrscheinlichkeiten umgehen mYs-
sen, sobald Prozesse mit vielen KSrpern (Atome, Mole-
kYle) untersucht werden. Je komplexer die Systeme
werden, desto unausweichlicher wird es, die Zusam-
menhSnge durch Wahrscheinlichkeiten auszudrYcken;
und fast jede wissenschaftliche Fragestellung ist ein
komplexes Problem. Aus diesem Grund bedeutet wis-
senschaftliches Arbeiten immer auch korrekter Umgang
mit Zahlen. Biologische Gesetzte, medizinische Un-
tersuchungen, soziologische und psychologische
Studien, Skonomische und Skologische Sachverhalte,
QualitStsanforderungen und QualitStskontrollen, Mei-
nungsumfragen, usw. ... werden u.a. mit den Methoden
der Statistik untersucht. Statistikvorlesungen bilden
nicht aus Zufall in vielen Studienrichtungen einen Teil
der Grundausbildung.

Ich erachte es als sinnvoll, im Rahmen der Ausbildung
an einem naturwissenschaftlichen Gymnasium auf die-
se universell eingesetzten Methoden hinzuweisen, ei-
nen ersten Eindruck zu vermitteln.

Diese EinfYhrung in die Statistik hat zwei Teile:

Zuerst werden die Verteilungen einer Messreihe
beschrieben. Sie werden lernen, was man unter den
Stichworten Mittelwert, absolute und relative HSufig-
keit, SSulendiagramm, Normalverteilung, Varianz,
Standardabweichung, Vertrauensintervall, Messfeh-
ler versteht.

Im zweiten Teil werden zusStzliche Hilfsmittel vorge-
stellt, um den Zusammenhang zweier MessgrSssen
(zweier Messreihen) zu untersuchen, resp. zu beschrei-
ben. Wir sprechen von Korrelationskoeffizienten und
von der Regressionsgerade im Punktdiagramm.

Interview-Ausschnitt mit dem Statistiker Jiirg
Hasler im Bund vom 6. Juli 2002:

E Mediziner sind aufs Heilen spezialisiert und
nicht aufs Rechnen. Ist Statistik fiir sie eine
lastige Pflichtiibung?

Die Mediziner wollen und mYssen publizieren,
da gehsrt Statistik meistens dazu. Ich meine,
dass die Sensibilisierung fYr statistische Zusam-
menh$hge in den letzten Jahren zugenommen
hat. Die Kurse, die ich fYr Mediziner gebe, sind
jedenfalls stShdig ausgebucht.

Mit Statistik ldsst sich grundsdtzlich nicht
beweisen, dass eine neue Therapie besser ist als
die Standardtherapie. Man kann bestenfalls
sagen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der neue
Ansatz dem alten iiberlegen ist.

TatsXchlich ist der statistische Nachweis ein
Indizienbeweis. Er erlaubt nur bis zu einem
gewissen Grad, die Spreu vom Weizen zu
trennen. Umso wichtiger ist es, sich bei statisti-
schen Tests nicht nur auf Irrtumswahrschein-
lichkeit und die so genannten p-Werte zu
konzentrieren. Man sollte auch die Vertrauens-
intervalle berYcksichtigen und damit versuchen,
die Wirksamkeit und Relevanz neuer Verfahren
abzuschSzen.

Und warum begreifen nicht nur Mediziner
solche Zusammenhdnge schwer?

Die Fhigkeit, mit Wahrscheinlichkeiten und
Unsicherheiten umgehen zu kSnnen, entsteht
erst p§ in der individuellen Entwicklung des
Menschen. Sie zu erlangen, verlangt eine
intensive  Besch&tigung mit  statistischen
Konzepten und ihren Anwendungen in der
praktischen Arbeit. In meinen Augen ist das
eine interessante und wichtige Aufgabe. E
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Umgang mit Daten: Statistik 2

Der Mittelwert einer Messgrs sse

2

1 Nehmen wir an, wir haben eine Messreihe mit n

Messwerten x. Zuerst interessieren wir uns natVYrlich
fYr den Mittelwert.

1) izﬁl Xi

Weil SchYlerinnen sehr geVYbt sind im Berechnen von
Notendurchschnitten, liegt die Wahl des ersten Beispie-
les (Kasten) auf der Hand. Wir k3nnen das ganze PrY-
fenbundbNotensetzbProzedere als Messvorgang ver-
stehen, worin eine Note als Einzelmessung angesehen
wird. Berechnen Sie den Notendurchschnitt aus den
Angaben in der Tabelle.

Das SSulendiagramm

4

1 Der Mittelwert alleine sagt aber noch nicht alles aus.

Sehr oft will man wissen wie die einzelnen Messwerte
verteilt sind. Den ersten Eindruck gewinnt man durch
eine Darstellung der Messwerte in einem SSulendia-
gramm (Balkendiagramm, Histogramm).

Jeder Balken zeigt an, wie hSufig ein Wert gemessen
wurde. Oft werden dabei die Messwerte in Klassen zu-
sammengefasst, die einen gewissen Messbereich ab-
decken. Die HSufigkeiten kann man als absolute
HSufigkeiten (Anzahl) oder als relative HSufigkeiten
(z.B. prozentuale Anteile) angeben.

Normalverteilung, Varianz, Sandardabweichung

5

1 Wenn die Unterschiede in den Messwerten zufSllig sind

und wenn die Messwerte in genYgend grosser Zahl vor-
liegen, so Shnelt ein solches Balkendiagramm stets der
ZGlockenkurveO der Normalverteilung, welche die
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer ZufallsgrSsse bei
aunendlich vielenOMessungen angibt.

Eine Verteilungskurve kann schmal oder breit sein. Je
schmaler die Verteilungskurve ist, desto genauer ISsst
sich das Ergebnis fY¥r eine neue Messung voraussagen.
Man kSnnte also die Gewissheit, resp. die Unsicherheit
eines Messwertes angeben, in dem man mit einer ge-
eigneten Zahl die Breite der Verteilungskurve, resp. die
Streuung der Messwerte, charakterisiert. Ein Mass fYr
diese Streuung bekommen wir, indem wir den Mittelwert
der quadrierten Differenzen zum Mittelwert berechnen.
Diese Grsse heisst Varianz o %

@ o°= 12 (x, - x)?
ni—

(Dass der Faktor 1/n nicht immer ganz Kkorrekt ist,
kYmmert Sie erst in der Statistikvorlesung an der Uni.)

Aus der Schule geplaudertes Beispiel: Die
Tabelle zeigt die Zeugnisnoten, welche
Wey im Fach Physik zwischen 1992 und
2001 in jenen Klassen setzte, die noch

nach alter Maturitatsverordnung unterrichtet
wurden.

Note 3| 35 4| 45 5| 55 6
Anz. 28| 171| 542| 625| 433| 126 19

Mittelwert =

Note 3| 35 4| 45 5| 55 6
abs.H| 28| 171 | 542 | 625| 433| 126 19

rel. H. |.0144 |.0880 |.2788 |.3215 |.2227 |.0648 |.0098
rel. H.

in %

144 | 8.80 |27.88 |32.15|22.27 | 6.48 | 0.98

Verteilung der Physiknoten 1992-2001

Absolute HSufigkeit

100 } —1»
oA - - - - —

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

Verteilung der Physikpradikate
1992 - 2001

)
o

1%
o

N
o

w
o

N
o

relative Haufigkeiten in %
S

-

ungentigend genligend gut sehr gut

o

Beide Saulendiagramme zeigen dieselbe Statis-
tik, aber mit unterschiedlicher Angabe der
Haufigkeiten und verschiedener Klasseneintei-
lung (Rubriken). Die Klasse ungenYgend um-
fasst die Noten 3 und 3.5; genYgend: 4; gut: 4.5
und 5; sehr gut: 5.5 und 6.
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Die Quadratwurzel aus der Varianz nennen wir Stan-
dardabweichung o. Sie gibt die Breite der Normalver-
teilungskurve an auf der HShe der Wendepunkte.

Besteht eine Messreihe aus mindestens 30 Messwer-
ten, welche zufSllig streuen, so geben die Varianz und
die Standardabweichung meist auch schon bei einer
kleinen Zahl von Klassen eine sinnvolle Aussage.

Die Varianz kann auf unterschiedliche Weise berechnet
werden. Wir kSnnen aus der Formel (2) eine weitere
herleiten:

T S
/ —$ (x; #x) =—$ (xi #2x %, +x )
i=1 i=1
1 _ 1< 21
:EZXiZ—ZxFinH ;z
i=1 i=1 i=1
1/ - - 21
==# x21 2x"x+ =
no_, n

1¢ -
@) ?==)x2-%X
Nz

Das Vertrauensintervall

7

1 FYr die Standardabweichung gilt: Das Intervall

@ [xrmxer

ist das Vertrauensintervall fYr 68%-ige Wahrschein-
lichkeit, dass ein weiterer Messwert innerhalb der Inter-
vallgrenzen liegt.

Ein Messwert liegt mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit im
Vertrauensintervall, wenn dieses wie folgt vergrSssert
wird:

5) [x-1.96.6,X+196 o]

Berechnen Sie im Notenbeispiel die Varianz und daraus
auch die Standardbreite. Weil Sie den Mittelwert schon
kennen, sind Sie mit der Formel (3) wohl schneller am
Ziel als mit der Formel (2). Wie gross ist der tatsSchli-
che prozentuale Anteil der Sch¥Yler mit einer Note im In-
tervall

[ Mittelwert | ", Mittelwert +"] ?

Weil die Zahl der Klassen (d.h. die Zahl der mSglichen
Messwerte) klein ist, funktioniert die 88%BPRegelOnoch
nicht so gut.
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Physik-Praktikum Primma 07 Umgang mit Daten: Statistik 4

Der Mittelwert und sein Messfehler

9 1 Versuchen Sie sich bei den folgenden AusfYhrungen Zusammenfassung
nicht verwirren zu lassen. Mit der Standardweite kSnnen
wir eine Aussage machen zur Wahrscheinlichkeit einer ; - 1,
- - - - . Mittelwert x==I x
Einzelmessung. Macht man jedoch eine Messreihe mit n:,
n Messungen und fragt nach der Wahrscheinlichkeit, so . =
. . . . Varianz
ist zu erwarten, dass die Mittelwerte verschiedener 1
Messreihen nicht mehr so stark streuen wie die Einzel- 12=ZH (x," x)z
messungen. Die Statistiker beweisen, dass die Stan- n -1
dardabweichung der Mittelwerte nur noch 12 1#__';5 20 =2
! == X; X
o n._,
6 o= =—F !
® o=
Standardabweichung o =+ Varianz

betrSgt. Da man als Messergebnis Yblicherweise den
Mittelwert einer Messreihe angibt, schreibt man das

i . H oy I n ! + n
Messergebnis mit (6) als Messfehler auf. Ve ErelimEi e [X' R #]

68% c=1
@) Messergebnis = x + o= 95% c=1.96
99% c=2.58

10 ? Berechnen Sie in unserem Beispiel der Physiknoten die
Standardabweichung des N'ptendurchschnittes. Geben Messfehler des Mittelwertes 0;(:%
Sie den Mittelwert mit vernYnftiger Ziffernzahl und der
Standardabweichung als Messfehler dar.

Verwendung von Taschenrechner und Excel

11 1 Mit der =+ Taste der Taschenrechner und mit Excel
hat man gute Hilfen zur Berechnung statistischer GrSs-
sen. Als Beispiel ein Excel-Blatt. Die statistischen Grss-
sen wurden durch natYrlich  Excel-Funktionen

berechnet.
Messreihen.xls

<> A B c D EvslusFae]se H ] R N R
1 Zahlraten mit dem Geigerzahler in 15-Sekundenintervallen
2
3 Buro Uhr
4 27.8.2002 27.8.2002
S
& Mittelwert 4.0 36
7 |Varianz 3.7 36 Zahlrate nahe bei alter Uhr mit Leuchtziffern
g Standardabw. 1.9 6
9 Messfehler des 14
10 Mittelwertes 0.3 1 ]
11 12
12 =

@
13 1 4 43 x 10
14 |2 3 35 =

S g -
15 3 7 34 Eu
16 4 3 35 ©

- 6 1
17 |5 1 36 ]
18 6 6 27 2 4 ||
19 7 3 36 -g
20 8 3 31 s -
21 9 3 36
2 10 3 29 0 [l O
23 11 4 35 21-24 25-28 29-32 33-36 3740 41-44 4548 4952 53-56 5760 6164
24 12 4 40 Ereigniszahl pro 15 Sekunden
25 13 3 34
2 14 5 38
27 |15 8 25
28 16 4 40
~a 117 R an
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Regression einer ProportionalitSt

12 1
13 1
14 1

In den bisherigen AusfYhrungen wurde die Statistik
einer einzigen MessgrSsse betrachtet. In den meisten
Untersuchungen will man aber ZusammenhSnge zwi-
schen zwei oder mehreren GrSssen erforschen. Ent-
weder sucht man ein Gesetz (eine Formel), welches ja
eine mathematische VerknYpfung mehrerer Grissen ist,
oder man will Yberhaupt erst herausfinden, ob zwischen
zwei Gr§ssen ein Zusammenhang besteht.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall einer VerknYp-
fung und fragen, ob die Werte zweier Messreihen durch
eine ProportionalitSt verknYpft werden k3nnen. An-
hand des im Kasten beschriebenen Beispieles sollen
drei  wichtige Begriffe  beschrieben werden: Das
Punktdiagramm (Streudiagramm, x—yBDiagramm),
die Regressionsgerade (Ausgleichsgerade) und der
Korrelationskoeffizient.

Einen ersten Eindruck Yber die Art des Zusammenhan-
ges erhalten wir, indem wir die beiden Messwerte in ei-
nem Streudiagramm darstellen. Im Beispiel sehen wir:
Die Werte liegen nicht exakt auf einer Geraden, aber
doch ziemlich eindeutig in der NShe einer Geraden.

Wir Yberlegen uns nun, wie wir jene Gerade berechnen
k3nnen, die Zam bestenOin die Menge der Messpunkte
passt. Das Kriterium fYr die Zeste GeradeO(engl.: best
fit) soll sein: Die Summe der quadrierten AbstSnde zwi-
schen den Messwerten und der Geraden ist kleiner als
bei jeder anderen Gerade.

Die Gerade, deren Steigung a wir noch nicht kennen,
verlSuft durch den Koordinatenursprung, da wir beim
zu beschreibenden Zusammenhang von einer Proporti-
onalitSt ausgehen.

FYr die Gerade gilt also:

(8) y=al'x

Nun bilden wir den ax;-
Mittelwert aller
quadrierten &ertikalenO
Entfernungen von der ~ >
Geraden: '

Yi

1) W2

©  SH#(@x"y)
i=1

FYr die ZesteOGerade (also fYr die passendste Stei-
gung & muss die Summe (9) minimal sein. Wir ISsen
also eine Extremalwertaufgabe bezYglich der Variablen
a. Dazu leiten wir die Summe (9) nach der Variablen a
ab und verlangen

n
(10) %22-x,~-(a«x,-—y,~)=0
i=1

Beispiel: Die Vermutung ist naheliegend,
dass eine Weizenahre mit grésserer Korn-
zahl auch eine grossere Gesamtkornmas-
se hat. Hatten wir es mit einem
funktionalen Zusammenhang dieser beiden
Grossen zu tun, so misste jedes Korn in
der Aehre auch eine eindeutige Verande-
rung des Gesamtgewichts der Aehre
bewirken. Ware dieser Zusammenhang
einmal mathematisch dargestellt, so kénnte
der Bauer auf ein Feld gehen, die Korner
einer Aehre auszahlen und dann (wenn er
weiss, wie viele Aehren auf einer bestimm-
ten Flache wachsen) den Ertrag des ge-
samten Feldes genau berechnen.

Aber kénnte es nicht auch sein, dass mit
steigender Kornzahl die Korner der Aehre
kleiner werden und somit durchaus keine
eindeutige Steigerung der Gesamtkorn-
masse eintritt?

Messwerte:
Kornzahl | Kornmasse Kornzahl | Kornmas-

ing seing
13 0.45 39 1.40
19 0.65 40 1.70
19 0.75 41 1.70
27 0.80 41 1.70
28 1.00 42 1.65
31 1.15 43 1.70
32 1.25 45 1.70
33 1.15 47 1.90
34 1.25 48 1.70
35 1.35 49 1.90
35 1.45 50 2.00
35 1.50 53 2.10
36 1.30 58 2.30
37 1.50 60 2.30
38 1.60 61 2.35

o®
200 oo
(0]

Kommassein g
0
g
©)

0 10 20 30 40 50 60 70
Kornzahl pro Aehre
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Ausmultiplizieren und Division durch 2/n ergibt:
n n

11) a Y x’- Y%y =0
i=1 i=1

somit erhalten wir fYr die Steigung:

D %y

(12) a=4=l—

n
X
i=1

15 ? Beispiel: Sie kSnnen nun die Steigung aus den Tabel-

16

17

lenwerten errechnen. Dividieren Sie die Summe aller
Produkte der Messwerte durch die Summe aller Quad-
rate der Kornzahlen. Vielleicht ist Ihnen die Tabelle da-
bei nYtzlich.

Zeichnen Sie die Regressionsgerade korrekt in das
Diagramm auf Seite 5 ein.

Nun benStigen wir noch eine Gr8sse, mit der wir die
QualitSt der Anpassung der Geraden beschreiben
kSnnen. Diese Gr38sse sollte uns sagen, wie stark die
Messwerte um die Gerade streuen. Die Aussage dieser
GrSsse ist also vergleichbar mit der Varianz (2) bei eine
einzelnen Messreihe. Wir nennen diese GrSsse Korre-
lationskoeffizient und im Falle der ProportionalitSt
wird sie wie folgt definiert.

n
Z X

(13) Fay S - —

Wenn die Messpunkte genau auf der Geraden liegen,
so wird r,, = 1. Je mehr die Messwerte jedoch von der
Geraden abweichen, desto mehr nShert sich r,, dem
Wert 0.

Die erste Behauptung kann man leicht YberprYfen, in-
dem man in (13) berYcksichtigt, dass jeder Messwert y;

gleich ax; ist, wenn der Zusammenhang streng propor-
tional ist.

Beispiel: Berechnen Sie nun den Korrelationskoeffi-
zienten fYr unser €hren-Beispiel.

Zudem kSnnen Sie auch (zur Repetition der Seiten 1 bis
4) die mittlere Kornzahl und die mittlere Masse einer
€hre und deren Standardabweichungen bestimmen

Anzahl Messungen:

X

Korn-
zahl

13
19
19
27
28
31
32
33
34
35
35
35
36
37
38
39
40
41
41
42
43
45
47
48
49
50
53
58
60
61

in

y Xy
Masse
ing
0.45
0.65
0.75
0.80
1.00
1.15
1.25
1.15
1.25
1.35
1.45
1.50
1.30
1.50
1.60
1.40
1.70
1.70
1.70
1.65
1.70
1.70
1.90
1.70
1.90
2.00
2.10
2.30
2.30
2.35

Zyi zxiyi

Steigung der
Regressionsgeraden

Korrelationskoeffizient

mittlere Kornzahl

Standardabweichung
der Kornzahl

mittlere Ahren-

n=30
2 2
X y

! Xi2 zyl'z
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Regressionsgerade und Korrelationskoeffizient

18 1

19 1

20 1

Im Allgemeinen verlSuft eine Regressionsgerade nicht
durch den Koordinatenursprung. Man legt sie stattdes-
sen durch den &chwerpunkt des PunkthaufensQ das
ist der Punkt mit den Koordinaten x und y. Die Gera-
dengleichung lautet:

(14) y=ax+b

Und weil der Schwerpunkt auf der Geraden liegen soll,
gilt auch:

(15) y=ax+b

Der Koeffizient a berechnet sich nun aus

Exyi —ni.y_/
(16) a=-% ,
)gz—niz
i=1

was hier ohne Beweis aufgeschrieben wird. n bedeutet
darin die Zahl der Messwerte. Kennt man die Steigung
a, so ISsst sich mit Hilfe der Mittelwerte aus (15) auch
der ybAchsenabschnitt b bestimmen.

Auch fYr den Korrelationskoeffizienten geben wir hier
noch die allgemeine Form an:

n

I Xy, " nx#y
17 ry,= — -
% x2" X’ % y2" ny’
%-1 (%-, (

Der Korrelationskoeffizient nimmt einen Wert zwischen
Bl und +1 an. Ist der Wert +1, so liegen die Messwerte
exakt auf einer steigenden Geraden. Ist der Wert B1, so
liegen die Messwerte exakt auf einer fallenden Gera-
den. Je stSrker die Werte um die Regressionsgerade
streuen, desto nSher ist der Korrelationskoeffizient bei
Null.

Sowohl in (16) als auch in (17) erkennt man, dass die
Formeln zur PropoEtionaIitét reproduziert werden, wenn
der Schwerpunkt ( x,y) durch den Koordinatenursprung

(0,0) ersetzt wird.

In Excel (und anderen Tabellenkalkulationsprogram-
men) kSnnen Sie die Regressionsgerade (sie heisst
dort (lineare) Trendlinie (zu finden im Menu Diagramm)
automatisch zeichnen und mit der Geradengleichung
ausdrucken lassen. Vielleicht hat auch ihr Taschen-
rechner diese MS3glichkeit einprogrammiert (z.B. Taste
L.R.), wozu es nStig ist, Wertepaare von Messreihen
einzugeben.

Zusammenfassung

Regressionsgerade
(Ausgleichsgerade)

I xy; " nx#y
a=-+L

I x2" nX’

i=1

b=y! ax

Spezialfall:
Regression einer ProportionalitSt
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Beispiel

21

i

B

Zwischen dem BSP (Bruttosozialprodukt) pro Person
und der Lebenserwartung sowie der Zahl der Kinder
einer Frau besteht ein gewisser Zusammenhang. Un-
tersuchen Sie diesen an Hand der kleinen Auswahl von
LSndern, indem Sie fYr beide ZusammenhSnge ein
Streudiagramm herstellen, die Regressionsgerade und
den Korrelationskoeffizienten berechnen.

T bersetzen Sie die Steigung der Regressionsgeraden in
eine Aussage in Worten.

Ist die Kinderzahl oder die Lebenserwartung stSrker an
das BSP gebunden?

Weitere Kritik, weiterer Kommentar?

Die Daten stammen aus den Jahren 1993/94 und
wurden beim Bundesamt fYr Statistik abgeholt
(' http://www.statistik.admin.ch/schule/dsfra.htm )

2 2 2
S y1 y2 X Xy1 Xy2 y1 y2
BSP pro Lebenser- Kinder
Einwohnerin wartungin pro Frau
Us$ Jahren
CH 37'180 78 1.6
D 25'580 76 1.3
USA 25'860 76 2.1
Japan 34'630 79 1.5
Brasilien 3'370 67 2.8
Kenia 340 59 6.5
Indien 330 59 3.8
Israel 14410 77 2.8
Mexiko 4010 71 3.1
Philippinen 960 67 3.9
Vietham 190 65 3.8
80
E [
E 75 E
£ 7 =
2 o
E 65 Ea
@ &
g 6 5
@ E °
g ss =
=
[-1]
= s
o 10'000 20'000 30'000 40'000 10'000 20'000 30'000 40'000
BSP pro Einwohner in US$ BSP pro Einwohner in US$
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